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ABSTRACT
The application of optimization tools in the investment area can be very useful. Aswill be seen, the
operational research can be helpful in portfolio optimization when it is necessary to reduce the risk keeping
adesirable rate of return. To make this optimization process easier even for small investors, thiswork shows
a simple method using spreadsheet that can resolve portfolio optimization problems easily. The model to be
used is based on the Markowitz theory that was devel oped in 1952.
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Gestdo Econdbmica— Andise de Investimentos

1- INTRODUCAO

Segundo Harry Markowitz (1952), o processo de selecdo de uma carteira de agOes
pode ser dividido em dois estégios. O primeiro comeca com observacdo e experiéncia e
termina com opinides sobre a peformance futura dos negocios avdiados. O segundo
estagio comeca com as opinides relevantes sobre o futuro e termina com a escolha de uma
carteira de agles. Este trabalho € baseado no segundo estagio.

Um investidor que estgja no mercado de agdes, opgdes ou obrigagdes deve, ou pelo
menos deveria, buscar 0 maximo retorno possivel de seu investimento, dentro de niveis de
rsco aceitdveis. Isso parece l0gico, ja que risco e retorno, em gera, possuem uma
corrdlacéo podtiva entre 9, quando um aumenta, 0 outro aumenta junto, quanto maior for
O retorno, maior Serd o risco e vice-versa. Porém relacdo entre risco e retorno pode ser
trabadhada de forma que se consiga, através da diversficacdo, reduzir o risco de uma
cateira a niveis agumas vezes menores que O risco do investimento mais seguro que
participa da carteira, dependendo da correlacéo entre os componentes da carteira. Como
sa vido neste trabalho, pode-se aravés da diversficacdo do investimento, ou sga,
composicdo de uma carteira de investimento, aumentar o retorno esperado mantendo o
risCo aniveisiguais ou menores que o risco individua de cada ativo.
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Tanto os conceitos de sdlecdo de carteira propostos por Markowitz quanto os
conceitos de pesquisa operaciond que serdo utilizados neste trabaho ja estdo sendo
utilizados ha agum tempo. O diferencid que pode ser observado neste artigo é a unido
aravés de planilha eetronica dos modelos de Markowitz e dos métodos de solucdo de um
problema de programacdo linear, apresentando de forma smples o processo de otimizacéo
na sdecdo de carteiras, possbilitando que mesmo os usud&ios pouco familiarizados com
estes conceitos sgjam capazes de aplicar a PL na salegdo de carteiras de investimento.

2- ORISCO

Segundo Berngtein (1997) estudos <érios a respeito do risco comegaram  no
Renascimento, quando as pessoas se libertaram das restricbes do passado e desafiaram
abertamente as crencas consagradas. Desde entdo muito tem se desenvolvido nessa area.
Passando por Markowitz (1952) que definiu o risco na &ea financeira como sendo a
varidncia ou o desvio em relacdo a uma meédia, depois por Sharpe (1964) que apresentou 0s
conceitos do hoje conhecido CAPM (Capital Asset Pricing Model), onde o risco de um
ativo para um investidor € o risco que este ativo acrescenta a carteira de mercado. Tanto
Markowitz como Sharpe publicaram trabahos que contribuiram imensamente com a teoria
financeira, isso foi reconhecido com o prémio Nobel que Ihesfoi atribuido.

Atudmente, o conceito de risco € utilizado diariamente na maioria das operacdes
financeiras. Um operador de Bolsa trabalha com esse conceito durante varias horas por dia,
grandes empresas utilizam o risco para avdiar seus investimentos e aé mesmo as pequenas
lojas de vargo utilizam a idéia do risco para cacular prestagbes, neste Ultimo caso é muito
comum o conceito de risco de inadimpléncia.

Uma definicdo smples de risco dada por Weston e Brigham (2000) € a que
consdera 0 risco como uma possibilidade de que dgum acontecimento desfavoravel venha
a ocorrer, um perigo. O risco de um investimento esta ligado a probabilidade de se ganhar
Menos que o esperado.

O risco, no mercado financeiro, pode ser conceitudmente dividido em dois tipos
basicos segundo Damodaran (1996), o risco diversficavel e o risco ndo diversficaved. O
primeiro refere-se aos riscos que afetam um ndmero pequeno de empresas, ou sga, e ago
der errado apenas uma ou poucas empresas serdo afetadas. Por exemplo, suponha que uma
certa empresa nvista em um projeto que foi previso como viavel e no decorrer do tempo
veificase que na verdade o projeto estad sendo inviavel financeiramente, provavelmente
isso afetara 0 vaor desta empresa, mas certamente ndo afetard um nlmero significetivo de
outras empresas. O segundo tipo de risco, 0 ndo diversficavel € o mais preocupante, pois
refere-se a acontecimentos que afetam o mercado como um todo, como por exemplo a
diminuicdo da taxa base de juros, certamente todo o mercado serd afetado com esta
deciséo.

E importante ressdtar que a diversficacd reduz apenas o risco diversificave,
como O proprio nome diz. Isso s deve a0 fao de que quando se diversfica um
investimento, o capital total pode sofrer baixa relativa a acontecimentos que afetam apenas
um dos ativos que compde a carteira, neste caso 0s outros ativos podem reduzir as perdas
totais, porém 0 mesmo pode acontecer quando uma boa noticia afeta positivamente o valor
de somente um ativo, os outros, ndo sendo afetados, impedirdo que os ganhos aumentem
na mesma proporcao que aumentardo para o aivo que foi afetado pela boa noticia. Assim,
a Programac@o Linear pode auxiliar na reducéo apenas do risco diversficave, antecipando
que provavelmente ndo Se conseguird reduzir o risco a zero, por exidir anda o risco ndo
diversificavel ou como também é conhecido, risco de mercado.
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3- SELECAO DE CARTEIRAS

Sdegio de carteiras € 0 estudo de como se pode investir um patriménio. E um
processo para compensar O risco e o retorno esperado para encontrar a melhor carteira de
ativos e passvos. (Zvi Bodie, 1999)

O risco que uma pessoa edta disposta a assumir pode variar muito dependendo de
fatores como idade, nivel socid, estado civil, nimero de filhos, perspectivas futuras e
varios outros fatores. Deste modo nunca existira uma carteira de agBes que agrade a todos,
jaque quanto maior o retorno desgjado maior Sera o risco a se assumir.

A composicdo de uma carteira pode variar muito devido ao fao de exidtirem
diferentes tipos de investidores que desgam assumir diferentes riscos e retornos.

Markowitz (1952) e Sharpe (1964) contribuiram imensamente com 0 processo de
slecéo de carteiras de investimentos. Ambos desenvolveram metodologias de avdiagcéo e
compensacdo do risco atraves da diversificacdo de investimentos. As teorias desenvolvidas
por des sdo amplamente utilizadas nos dias hoje, ambos demonsgtraram matematicamente
gue ndo se deve carregar todos 0s ovos namesma cesta

3.1- Combinando o ativo sem risco e um Unico ativo derisco

Em primero lugar deve-s= definir 0 que € um aivo sem risco. Ativo sem risco
segundo Zvi Bodi (1999) refere-se a um ativo que oferece uma taxa de retorno previsivel
ao longo da duracdo do horizonte de transagdo, isto €, 0 horizonte de decisdo mais curto
possivel. Se por exemplo tomar-se 0 ddlar americano como unidade de conta no horizonte
de transacd0 em um dia, a taxa sem risco € a taxa de juros dos titulos do Tesouro com
vencimento no dia seguinte.

Supondo que se tenha uma quantia (X) de dinheiro para investir no ativo sem risco
(Af) com retorno (Rf) e no ativo com risco (Ar) com retorno (Rr > Rf) e desvio-padréo
(sr). Quanto devera ser investido em cada ativo?

Observe que se for tomada a decisdo de se investir 100% do principa no ativo sem
risco, o retorno serd de (R) e o desvio-padréo sera zero. Porém se for investido todo o
principal no ativo de risco, o retorno serd de (Rr) e o desvio-padrdo serd (Sr). Assm, o
retorno esperado de qualquer composicao de carteira estara em algum ponto dafigura 1.

Rr

OzZxOo-m=x™

Desvio-Padréo

Figura 01— Linha de compensag&o Risco/Retorno

Supondo que se gplique 100% no ativo sem risco, 0 investimento estara no ponto de
cruzamento (Rf) e zero. A medida que se dedoca o dinheiro para o aivo com risco, o
retorno aumenta, porém o desvio-padrdo também, até que se chegue ao ponto de 100% de
investimento no &tivo com risco.

GONCALVES Jr, CLEBER; PAMPL ONA, EDSON DE O.; MONTEVECHI, JOSE A. Selegfo de Carteiras Através do
Modelo de Markowitz para Pequenos Investidores (Com o Uso de Planilhas Eletronicas). IX Smpep outubro de 2002. Bauru, SP.




Congderando-se  (w) a proporcdo do investimento total a ser docada ao ativo com
risco, a proporcéo remanescente (1- w) deverd ser docada ao ativo sem risco, como
mostrado na equaco 1:

Ef)=w*R +(1- w)* K (01)
Onde E(r) € o retorno esperado da composi ¢&o.
O desvio padrdo da carteira pode ser encontrado multiplicando-se o desvio padréo
do ativo com risco vezes a composicao deste na carteira, ou sga:
S =s.Ww (02)

r

4- MODELO DE MARKOWITZ

Como pode-se cacular o retorno esperado e a variancia de uma carteira de agoes?
Harry Markowitz (1952) desenvolveu um método que registra a variancia de uma carteira
como a soma das vaiancias individuais de cada acd0 e covariancias entre pares de agles
da carteira, de acordo como 0 peso de cada acdo na carteira. Markowitz comenta que deve
haver uma carteira de agbes que maximiza O retorno esperado e minimiza a vaiancia, e
estd deve ser a carteira recomendada para um investidor.

O modelo basico de Markowitz pode ser dado por:

E=3 Xm (03)
i=1

V :é. é. X|st|j (04)
i=1 j=1

ax-=1 (05)

i=1

X 30

Onde:

E : Retorno esperado dacarteirg;

V : Vaianciadacarterg

Xi : Participacéo de cada @tivo;

m : Retorno esperado de cada ativo;

sij : Covariancia entre o par de ativos e (i) diferente (j) e variancia
se (i) igud a(j);

Segundo Berngtein (1997) o objetivo de Markowitz foi utilizar a no¢do de risco
para compor carteiras para investidores que consideram o retorno esperado ago desgjave e
a varidncia do retorno dgo indesgéavel. O que parece bem l6gico e sensato para a grande
maioria dos invesidoress O modelo modstra que enquanto o0 retorno de uma carteira
diversficada equivae a média ponderada dos retornos de seus componentes individuals,
sua voldilidade sed inferior & voldilidade média de seus componertes individuas.
Mostrando que a diversificacdo € uma espécie de dadiva (Bernstein 1997).

Como pode ser observado nas formulas 03 e 04, embora o retorno esperado de uma
carteira sga a média ponderada dos retornos individuais, 0 mesmo ndo pode ser dito paraa
variancia ou risco da carteira De acordo com o moddo de Markowitz a variancia da
carteira depende da covariancia entre os pares de ativos, a qua por sua vez depende da
cordacdo entre os ativos. Asim, quando dois ou mas aivos pouco relacionados
compdem uma cateira de investimentos consegue-se um risco menor que a média
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ponderada dos riscos individuais, conseguindo agumas vezes um risco menor que o do
aivo de menor risco com um retorno maior que o deste ativo. Abaixo pode-se observar a
figura 01 que gpresenta a chamada fronteira eficiente, que mostra 0 risco e o retorno para
as diversas composicies possivels entre dois ou mais ativos. Para facilitar o entendimento
a figura 01 representa uma composicéo entre dois ativos. Observa-se que quanto menor a
correlacdo entre os dois ativos, menor é o risco da carteira

Risco e Retorno de Uma Carteira de Dois Ativos em Func¢ao da Correlagao

35%

30% 2L

—+—Correl 1
—=— Correl 0,8
Correl 0,6
Correl 0,2
—*— Correl 0
—e— Correl -0,2
—+— Correl -0,6
—=—Correl -0,8
Correl -0,95
Correl -1

25%

20%

Retorno

15% -

10% 1

5% .
0,00% 5,00% 10,00% 15,00% 20,00% 25,00% 30,00% 35,00%

Risco

Figura 01 — Risco e Retorno em Funcéo da Correlacéo

Nota-se que quando a correlacdo entre os ativos é (1), ndo ha mehora sgnificativa
na composicdo da carteira, 0 que é logico peo fato de se diversficar o investimento em
alivos que reagem da mesma maneira as noticias do mercado. JA quando se tem uma
corrdlacéo perfeitamente negativa ¢1) pode-se reduzir o risco a zero, mantendo um retorno
esperado de 15%. Infdizmente ndo exigem ativos com corrdacdo perfeitamente negativa
no mercado financeiro.

5 FORMULACAO DE UM PROBLEMA DE PESQUISA OPERACIONAL

Para s resolver um problema de Pesguisa Operaciond utilizando a programagéo
Linear, € aconsdhavel que se siga uma metodologia como a proposta por Wayne (1995):

1. Definigdo das varidveis de decisio: sfo as incognitas que devem ser determinadas
na solucéo do problema.
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2. Definicdo das limitacOes ou restricoes. servem para condderar as limitagOes
fidcass do sgema, o moddo deve incuir redricdes que limitan os vaores
possivels das varidveis de decisfo. Normadmente sfo expressas em forma de
equacdes matematicas.

3. Ddfinicdo da funcdo objetivo (FO): € uma funcdo que define a medida de
efetividade do ssterna como uma fun¢do matemética de suas variavei's de deci 0.

Além de s seguir esses passos, a literatura ainda recomenda que antes da
construcéo de um modelo matemético deve-se responder a4 perguntas.

1. Qud é a medida de efetividade do objetivo? Como sera expressa a solugdo do
problema.

2. Quais sdo osfatores sob controle (variavels controladas)?
3. Quais sfo osfatores ndo controlados?

4. Quais sao as relagles entre estes fatores e 0s objetivos?

Ap6s formulado o modelo, pode-se patir paa a otimizagdo, que dgnifica
maximizar ou minimizar afunc2o objetivo, variando-se as varidveis de deciséo.

6- APLICACAO DA PROGRAMAGCAO LINEAR NA SELECAO DE CARTEIRAS

Hary Markowitz (1952) quando escreveu seu artigo Portfolio Selection era um
estudante de poOs-graduacdo em pesquisa operaciond da Universdade de Chicago. Esse
fao mogtra que ja ha dgum tempo temse estudado a aplicacd da PO na sedecéo de
cateras. O que ainda esa fdtando nos dias de hoje, principdmente no Brasl, € um
intermediador entre os conceitos e a préatica. Os pequenos investidores muitas vezes tomam
decisdes sem a aplicacdo de nenhum conceito sobre mercado de capitais. Desse modo, sera
apresentado abaixo um exemplo de aplicacdo da PL na selecéo de carteiras, sera utilizado o
modelo de Makowitz e a formulacéo serd feita na planilha Excd, posshilitando que
mesmo 0s investidores que pouco conhecem sobre essas teorias possam aplicalas sem
grandes dificuldades.

Exemplo de aplicaco:

Um investidor desga compor uma carteira de agbes com base em cinco ativos
diferentes. Utilizando o mé&odo de Markowitz, qua é a mehor combinaco de agbes que
minimiza o risco de acordo com um retorno desgjado?

Asvaridveis de decisio deste exemplo so:

ParticipagOes individuais, Xi
Retorno da carteira, E

Risco da carteira, V

Retorno individua de cada ativo, m
Vaiancias e Covariancias, sij

qu&se saber qua devera ser a porcentagem de investimento em cada ativo (Xi)
a fim de reduzir o risco. A funcéo objetivo, neste exemplo, € a de minimizar o risco ou a
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variancia dada pelo moddo de Markowitzz O modelo de Markowitz apresentado
anteriormente revela quais sd0 as restricdes que devem ser respeitadas na solucéo deste
problema. Ou sga

(06)
@)

Para que se possa resolver esse problema, deve-se determinar qua é a taxa de
retorno minima desgjada, adota- se que sgja de 9%, entéo:

ParticipacOes individuais ( Xi ) >=0
Soma das participagoes individuais = 100%

Retorno da carteira ( E) >= 0,09 (08)

Como foi dito no item anterior, quatro perguntas devem ser respondidas antes de se
iniciar a solugdo do problema de PO. Deste modo, as respostas para as perguntas devem
ser:

1. A medida de €efetividade do objetivo sera feita aravés da varidncia da carteira em
porcentagem.

2. As vaiaves controladas sf0: Retorno da cartéira, Risco ou Vaiancia da carteira e
as ParticipagOes individuas.

3. Osfatores ndo controlados sfo:; Retornos individuais, Variancias e Covariancias.
4. Asrdagies entre estes fatores e 0 objetivo sdo dadas pelo modelo de Markowitz.

Neste exemplo serd necessario cacular as vaiéancias, covariancias € o retorno
esperado a partir de uma matriz de retornos histéricos de cada aivo. A planilha EXCEL
possui trés férmulas conhecidas como [ MEDIA, VARP e COVAR ] edas fungdes serdo
utilizades para cacular respectivamente [ Retorno médio, Variancia e Covaridncia dos
pares de acles].

HISTORICO DE RETORNOS DOSATIVOS
Ativo 1l Ativo 2 Ativo 3 Ativo 4 Ativo 5
Perfodo 1 10,000 150000 12000 18004 50094
lPeriodo 2 12,00% 1700%  1300% 16009  8,00%
lPeriodo 3 8,000 4,000 00000 30094 10,009
lPeriodo 4 7,000 -8,00%) 700000 40004 9,009
lPeriodo 5 9,009 15,00% 90000 80094  500%
lPeriodo 6 7,000 200 11000 100094  4,00%
lPeriodo 7 8,000 3,000 00000 30094 4,009
lPeriodo 8 60000  -14,00% 60000 150004 6009
lPeriodo 9 9,009 2,00% 80000 200094  8,00%
lPeriodo 10 11,00% 1500% 100090 160094 10,009
Tabela(01) — Dadosiniciais
Ativo 1 Ativo 2 Ativo 3 Ativo 4 Ativo 5 TOTAL
Carteira% 20,00% 20,00% 20,00% 20,00% 200006 [100,00%
[Retorno Esperado 8.70% 710% 940%|  1070% 6,90%

Tabela (02) — Composicao da Carteira
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A tabda 2 mostra uma composicéo de ativos que ainda ndo foi otimizada. A partir
desses dadosiniciais, serafeita a otimizagdo para se encontrar a carteira 6tima.

Ha a necessidade de se cacular as variancias e covariancias entre os pares de ativos
que poderdo compor a cateira. Isso pode ser feito através da utilizacdo das formulas
(VARP e COVAR) do MS Excel. Cada ativo contribui com a variancia da carteira segundo
a equacdo 4 do modelo de Markowitz acima. Através do Excel, pode-se cdcular a
variancia da carteira utilizando-se a seguinte formula

VAR=§ Xi*(g X;*sy) (09)

i=1 j=1

Onde:

Xi : Participacéo de cada ativo;

sij : Covaiancia entre o par de ativos se (i ) diferente () ) e
vaianciase(i)igud a(j);

Através do MS Excd, pode-se cdcular o resultado desta formula com a funcéo
(SOMARPRODUTO).

MATRIZ DE COVARIANCIAS
Ativo 1 Ativo 2 Ativo 3 Ativo 4 Ativo 5
JAtivo 1 0,03% 0,1294 0,03% 0,06% 0,01%
JAtivo 2 0,12% 1,23% 0,209 0,16% -0,05%
JAtivo 3 0,03% 0,209 0,04% 0,04% -0,01%
IAtivo 4 0,06% 0,16% 0,04% 0,51% 0,029
IAtivo 5 0,01% -0,05% -0,01% 0,02% 0,05%
\Variancia 0,01% 0,07%4 0,01% 0,03% 0,009
Retorno 1,74% 1,4294 1,88% 2,14% 1,38%

Tabela (03) — Matriz de Covariancias

Vaiancia 0,12%
Desvio Padréo 3,49%%
Retorno Esperado 8,56%

Tabela (04) — Resultados

A tabela 4 mostra os resultados de retorno esperado e risco (variancia) para a
carteira com a composicéo da tabda 2. A tabda 3 mostra 0 quanto que cada ativo contribui
com a variancia e com o retorno, 0 que pode ser observado nas duas Ultimas linhas da
tabela

O objetivo € minimizar a varidncia mantendo um retorno esperado de N0 minimo
9,00%. A ferramenta (SOLVER) do Exced pode auxiliar nesse processo. A instalacdo do
(SOLVER) no Excd deve s feita através do menu (Ferramentas, Suplementos). Apos
diva-lo pode-se programa-lo para resolver o problema de sdecdo de carteira agui
apresentado. Abaixo pode-se observar atedado (SOLVER) no Excdl.
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Parametroz do Solver

e

$Ed415F4 == 0
§H4 = 1
$1417 »= 0,09

Figura02 — Tdado Solver

O campo (Definir céula de degtino) mostra a posicdo do termo que sera
minimizado, no caso a vaiancia As cdulas vaidves o as participagdes individuais de
cada aivo na catera tota. As redricdes sGo aguelas vistas anteriormente. Deve-se
também prever que ndo deve haver vaores negativos para as participagdes dos ativos, S0
deve ser feito dentro do sub-menu (Opcdes).

Ao clicar no botéo (Resolver) o resultado apresentado serd o mostrado na tabela 05.

Ativo 1 Ativo 2 Ativo 3 Ativo 4 Ativo5 TOTAL
Carteira% 180% 0,00% 785T%  R72% 16.91% 10000%
[Retorno Esperado 8.70% 7.10% 0,40% 1070%  [690%

Tabela (05) — Composi¢éo da Carteira Otimizada

Variancia 0,03%
Desvio Padrao 1,70%
Retorno Esperado 9,00%

Tabela (06) — Resultados da Carteira Otimizada

Observe que conseguiu-se aumentar 0 retorno e reduzir o risco em relacdo a
composicdo inicid da carteira De acordo com o retorno minimo desgado de 9% foi
possivel reduzir o risco ao nivel de 0,03%.

A tabela 7 aaixo mostra 0 quanto cada aivo contribui com o risco e o retorno da
carteira otimizada.
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MATRIZ DE COVARIANCIAS
Ativo 1 Ativo 2 Ativo 3 Ativo 4 Ativo 5
IAtivo 1 0,03% 0,1294 0,03% 0,06% 0,019
IAtivo 2 0,12% 1,23% 0,20% 0,16% -0,05%
IAtivo 3 0,03% 0,20% 0,04% 0,04% -0,01%
IAtivo 4 0,06% 0,16% 0,04% 0,51% 0,029
IAtivo 5 0,01% -0,05% -0,01% 0,02% 0,05%
Variancia 0,00% 0,00% 0,03% 0,00% 0,00%
Retorno 0,16% 0,009 7,39% 0,29% 1,17%

Tabela (07) — Matriz de Covariancias da Carteira Otimizada
7- CONCLUSOES

Como pbde ser observado no exemplo anterior, a aplicacdo da programacéo linear
na selecéo de carteiras pode ser redizada de manera rdativamente féacil. Com a utilizacdo
de planilha eetronica ou agum outro software com recursos de otimizagdo, o resultado
para uma carteira otimizada é rapidamente encontrado. Observe na tabela 5 que a carteira
otimizada possui uma composiGao que seria quase impossivel de se obter apenas através de
observacd ou da experiéncia As técnicas de otimizacdo podem prover um auxilio
importante no momento de se decidir pea diversficagdo de um investimento. A literatura
faa constantemente sobre as vantagens da diversificacdo para a reducéo do risco, aqui
vantagem foi mostrada aravés de um exemplo prético. A utilizacdo da planilha detronica
facilitou o trabadho de programacéo e cdculo da carteira étima, possibilitando que mesmo
0s investidores com poucos conhecimentos do mercado de capitais possam selecionar
carteiras que atendam suas exigéncias.

Deve-se lembrar que 0 mercado financeiro aud € imensamente mais complexo que
0 exemplo agpresentado aqui, quando se pretende diversficar um investimento utilizando
opcdes, obrigagbes, cambio entre outros, a otimizagdo se torna mais complexa, em aguns
casos inviabilizando o uso da programacéo linear através do méodo de Média e Variancia
de Markowitz.
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